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摘　　　要：研究了行星齿轮非线性传动系统参数稳定域计算的一般方法．该方法通过选取合理的失稳阀

值，根据考查参数域内系统的运动状态选取合适的数值积分时间段，以循环套嵌的手段计算考查参数在各自

范围内不同组合下的系统位移响应最大值，比较失稳阀值以判稳，参数稳定域的图形输出等５个步骤完成对

行星轮系参数稳定域的计算．最后，以四自由度行星轮系纯扭转非线性振动模型为例，以行星轮输入转速、系

统的齿侧间隙以及齿轮副的啮合阻尼系数为考查参数，分别计算得到了系统的单参数稳定域、双参数稳定域

以及三参数稳定域，为行星轮系的设计取值提供了重要参考．
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ｌａｔｅｄ　ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｐｌａｎｅｔａｒｙ　ｇｅａｒ　ｓｅｔ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ；ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｒｅｇｉｏｎ；

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ；ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

　　行星齿轮传动具有体积小、质量轻、速比大、
效率高等特点，在航空、船舶传动、汽车、起重机械
及其他机械传动中获得了越来越广泛的应用［１－３］．
由于存在诸如齿轮副间的时变啮合刚度、齿侧间
隙以及传递误差等非线性因素，使得行星齿轮系
统传动模型的非线性程度非常高［４］．而非线性振
动区别于线性振动的一个重要的方面就是，系统
不仅会在外激振力频率（对行星轮系而言为啮频）
接近系统各个固有频率时会发生共振，而且会在
啮频接近这些固有频率的某些倍数、分数甚至是
固有频率的线性组合时都会发生共振现象（分别
称为超谐共振、亚谐共振和组合共振），从而导致
系统的运动失稳［５］．因而行星轮系中的结构或者
运动参数选择不当将容易导致上述的各种共振，
进而产生失稳．所以，找出系统重要参数的稳定区
间、失稳区间及其分界线（亦即结构或者运动参数
的可选择域和禁止选择域），来指导设计就具有十
分重要的实际意义．
系统的参数稳定性包括运动状态的稳定

性［６］，亦即系统参数的小扰动不会引起系统运动
状态的改变（分岔）；还包括系统振动强度的稳定
性［７］，亦即系统参数的小扰动会引起系统振动幅
值的突变，本文上一段所述的各种共振的产生就
属于该类失稳．从目前可以检索到有关齿轮系统
稳定性的文献来看，主要的研究工作集中在单对
齿轮副周期运动状态稳定性方面［６，８］，而基于振
动强度的稳定性来计算行星轮系参数稳定域的研

究还较少见，文献［９］计算了由于啮合刚度的时变
性导致的系统参数不稳定域，但是其模型中忽略
了系统的齿侧间隙，实际上是基于线性模型展开
的研究．本文将基于２Ｋ－Ｈ型单排直齿行星齿轮
非线性振动模型以及振动的强度稳定性的内涵，
以行星轮系的转速、齿侧间隙以及啮合相对阻尼
系数为考查参数，来说明行星齿轮传动系统参数
稳定域的一般计算方法，并计算了行星轮系上述
三种参数的稳定域图．

１　力学模型及振动微分方程

１．１　系统力学模型

２Ｋ－Ｈ型行星齿轮系统有一个太阳轮（以Ｓ

表示），Ｎ 个行星齿轮（第ｉ个齿轮以ｐｉ表示），一
个行星架（以Ｃ表示）和一个内齿圈（以Ｒ表示，
固定于基础之上）组成，各齿轮为直齿圆柱齿轮．
不考虑各轮之间的横向振动与各齿轮副之间的摩

擦力，系统的扭转振动模型如图１所示．图中，太
阳轮、行星架、第ｉ个行星轮的角位移分别以θｓ，

θｃ，θｐｉ表示；太阳轮、第ｉ个行星轮、内齿圈的基圆
半径分别以ｒｂｓ，ｒｂｐｉ，ｒｂｒ表示；行星架半径以ｒｃ表
示，其值为太阳轮与行星轮的节圆半径之和，标准
安装下亦即太阳轮与星轮的分度圆半径之和；太
阳轮与第ｉ路行星轮组成的外啮合副的啮合刚
度、啮合阻尼系数、半齿侧间隙、综合啮合误差分
别以ｋｓｐｉ，ｃｓｐｉ，ｂｓｐｉ，ｅｓｐｉ 表示；内齿圈与第ｉ路行星
轮组成的内啮合副的啮合刚度、啮合阻尼系数、半
齿侧间隙、静传递误差分别以ｋｒｐｉ，ｃｒｐｉ，ｂｒｐｉ，ｅｒｐｉ 表
示，各齿轮的压力角均为α．

图１　系统扭转非线性振动模

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ

根据直齿轮啮合副刚度的变化特点，将其假
定为矩形波变化规律［９］，进一步即可展开成为以
啮频为基频的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数，取一次谐波项为

ｋｓｐｉ（ｔ）＝ｋｍｓｐｉ＋ｋａｓｐｉｓｉｎ（ωｔ＋φｓｐｉ）

ｋｒｐｉ（ｔ）＝ｋｍｒｐｉ＋ｋａｒｐｉｓｉｎ（ωｔ＋φｒｐｉ｛ ）
（１）

式中ｋｍｓｐｉ，ｋａｓｐｉ分别表示第ｉ路外啮合副上的平均
啮合刚度、刚度变化幅值；ｋｍｒｐｉ，ｋａｒｐｉ分别表示第ｉ
路内啮合副上的平均啮合刚度、刚度变化幅值；

φｓｐｉ，φｒｐｉ为相应啮合副上的刚度变化初相位．

７１４１
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系统静传递误差，可以表达为按齿频变化的
简谐函数［１０］，是引起行星齿轮系统振动产生的内
部激励之一，其中第ｉ路外、内齿轮副传动误差

ｅｓｐｉ（ｔ），ｅｒｐｉ（ｔ）可以表示为

ｅｓｐｉ（ｔ）＝ｅａｓｐｉｓｉｎ（ωｔ＋βｓｉ）

ｅｒｐｉ（ｔ）＝ｅａｒｐｉｓｉｎ（ωｔ＋βｒｉ＋γｓｒ｛ ）
（２）

式中ｅａｓｐｉ，ｅａｒｐｉ为第ｉ路外、内齿轮副的传递误差变
化幅值；βｓｉ，βｒｉ分别为第ｉ路外、内齿轮副上传动
误差变化的初相位；γｓｒ为同路外内啮合副之间的
相位差．
系统第ｉ路外、内啮合副上的弹性恢复力（以

上标ｐ表示）可以表示为

Ｆｐｓｐｉ ＝ｋｓｐｉ（ｔ）ｆ（Ｘｓｐｉ，ｂｓｐｉ）

Ｆｐｒｐｉ ＝ｋｒｐｉ（ｔ）ｆ（Ｘｒｐｉ，ｂｒｐｉ烅
烄

烆 ）
（３）

　　系统第ｉ路外、内啮合副上的阻尼力（以上标

ｄ表示）可以表示为

Ｆｄｓｐｉ ＝ｃｓｐｉＸｓｐｉ

Ｆｄｒｐｉ ＝ｃｒｐｉＸｒｐ
烅
烄

烆 ｉ

（４）

式（３）和式（４）两式中，ｆ为相应齿轮副上的间隙
非线性函数［１１］，Ｘ表示为相应齿轮副啮合点的相
对位移，ｃ表示相应啮合副上的啮合阻尼系数．

１．２　系统相对坐标下的量纲一振动微分方程

引入一组（Ｎ＋１）维相对坐标

Ｘｓｐｉ ＝θｓｒｂｓ－θｐｉｒｂｐｉ－θｃｒｃｃｏｓα－ｅｓｐｉ（ｔ）

Ｘｓｃ＝θｓｒｂｓ－２θｃｒｃｃｏｓ｛ α
（５）

　　运用相关动力学原理可列写图１所示系统在
相对坐标式（５）下的振动微分方程，量纲一化后，
可得系统量纲一扭转振动微分方程如下：

珡Ｘ
··

ｓｐｉ＋ １
ω２ｎｍｅｑ１∑

３

ｉ＝１

［ｋｍｓｐｉ＋ｋａｓｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｓｐｉ）］ｆ（珡Ｘｓｐｉ，珔ｂｓｐｉ）＋
１

ωｎｍｅｑ１∑
３

ｉ＝１
ｃｓｐｉ珡Ｘ

·

ｓｐｉ＋

　 １
ω２ｎｍｐｉ

［ｋｍｓｐｉ＋ｋａｓｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｓｐｉ）］ｆ（珡Ｘｓｐｉ，珔ｂｓｐｉ）＋
１
ωｎｍｐｉ

ｃｓｐｉ珡Ｘ
·

ｓｐｉ－

　 １
ω２ｎｍｐｉ

［ｋｍｒｐｉ＋ｋａｒｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｓｐｉ）］ｆ（珡Ｘｓｃ－珡Ｘｓｐｉ－珋ｅｓｐｉ－珋ｅｒｐｉ，珔ｂｒｐｉ）－

　 １
ωｎｍｐｉ

ｃｒｐｉ（珡Ｘ
·

ｓｃ－珡Ｘ
·

ｓｐｉ－珋ｅ
·
ｓｐｉ－珋ｅ

·
ｒｐｉ）＋ １

ω２ｎｍｃ∑
３

ｉ＝１

［ｋｍｒｐｉ＋ｋａｒｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｒｐｉ）］×

　ｆ（珡Ｘｓｃ－珡Ｘｓｐｉ－珋ｅｓｐｉ－珋ｅｒｐｉ，珔ｂｒｐｉ）＋ １
ωｎｍｃ∑

３

ｉ＝１
ｃｒｐｉ（珡Ｘ

·

ｓｃ－珡Ｘ
·

ｓｐｉ－珋ｅ
·
ｓｐｉ－珋ｅ

·
ｒｐｉ）＝

　Ｆｄ／（ｍｓｂｃω２ｎ）＋Ｆｌ／（ｍｃｂｃω２ｎ）－珋ｅ
¨
ｓｐｉ（τ）

珡Ｘ
··

ｓｃ＋ １
ω２ｎｍｅｑ２∑

３

ｉ＝１

［ｋｍｓｐｉ＋ｋａｓｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｓｐｉ）］ｆ（珡Ｘｓｐｉ，珔ｂｓｐｉ）＋
１

ωｎｍｅｑ２∑
３

ｉ＝１
ｃｓｐｉ珡Ｘ

·

ｓｐｉ＋

　 ２
ωｎｍｃ∑

３

ｉ＝１
ｃｒｐｉ（珡Ｘ

·

ｓｃ－珡Ｘ
·

ｓｐｉ－珋ｅ
·
ｓｐｉ－珋ｅ

·
ｒｐｉ）＋ ２

ω２ｎｍｃ∑
３

ｉ＝１

［ｋｍｒｐｉ＋ｋａｒｐｉｓｉｎ（τΩ＋φｒｐｉ）］×

　ｆ（珡Ｘｓｃ－珡Ｘｓｐｉ－珋ｅｓｐｉ－珋ｅｒｐｉ，珔ｂｒｐｉ）＝Ｆｄ／（ｍｓｂｃω２ｎ）＋２Ｆｌ／（ｍｃｂｃω２ｎ

烅

烄

烆 ）

（６）

式中 Ω ＝ω／ωｎ，τ＝ωｎｔ，ωｎ ＝ ｋｍｓｐ１
ｍｅｑ槡 １

，ｍｅｑ１ ＝

ｍｃｍｓ
ｍｃ＋ｍｓ

，ｍｅｑ２ ＝
ｍｃｍｓ
ｍｃ＋２ｍｓ

，ｍｓ ＝Ｊｓｒ２ｂｓ
，ｍｐｉ ＝

Ｊｐｉ
ｒ２ｂｐｉ
，

ｍｃ＝
Ｊｃ＋∑

３

ｉ＝１
ｍｐｉｒ２ｃ

ｒ２ｂｃ
，Ｆｄ＝Ｔｄｒｂｓ

，Ｆｌ＝Ｔｌｒｂｓ
，Ｘ＝珡Ｘｂｃ，

Ｘ ＝珡Ｘ
·

ｂｃωｎ，Ｘ
··
＝珡Ｘ

··

ｂｃω２ｎ，ｂ＝ｂｃ珔ｂ，ｅ＝ｂｃ珋ｅ；Ｊｓ，Ｊｐｉ，
Ｊｃ分别为太阳轮转动惯量、第ｉ个行星轮转动惯
量、行星架转动惯量，ｂｃ为位移标称尺度．

２　参数稳定域的计算方法

按照振动强度稳定的内涵［９］，行星轮系的参
数稳定域计算可按以下步骤进行：

１）根据具体的设计需要规定一个振动强度

失稳位移阀值ｘ＊．

２）选Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面∑ ＝｛（τ，Ｘ）∈Ｒ×Ｒｎ｜

τ＝ｍｏｄ（２π／ω），ｘｉ＝ｍａｘ（ｘｉ０→ｘｉＴ）｝，其中ｘｉ＝
ｍａｘ（ｘｉ０ →ｘｉＴ）表示系统第ｉ个状态变量在一个
激振力周期中的最大值．通过Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图可
以确定系统的运动状态．
３）通过数值积分法计算“一定时间段”内系
统稳态位移响应的最大值．为了保证在所取时间
段上位移响应的最大值即为系统整个稳态运行过

程的最大值，同时为了做到计算需要时间最短，
“一定时间段”应该按照系统在考查参数范围内的
运动状态来选取：

（１）若系统在考查参数范围内处于稳定的周
期运动状态，那么“一定时间段”取系统的１个运
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动周期即可．图２是图１所示系统在某组参数下
渐进稳定的周期２运动所对应的时间－位移历程
图，横坐标为行星齿轮系统第一路外啮合副量纲
一相对位移Ｘｓｐ１，纵坐标为系统量纲一时间ｔ．可
以看到，系统周期为１３（量纲一时间），激振力周
期为６．５．若计算量纲一时间段取为１３，亦即一个
系统周期或者说两个外激振力周期，则无论计算
始点在何处，总能保证该时间段内计算得到的位
移最值即为稳态运动的位移最值，同时做到了计
算所需时间最短．图３是图１所示系统在某组参
数下渐进稳定的周期４运动所对应的时间－位移
历程图．可以看到，系统周期为２６，则无论计算始
点在何处，若量纲一时间段取２６，则总能保证该
时间段内计算得到的最值即为稳态运动的最值，
同时做到了计算所需时间最短．

图２　行星轮系的周期２运动

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｉｏｄ－２ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ

图３　行星轮系的周期４运动

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄ－４ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ

（２）若系统在考查参数范围内处于拟周期运
动状态，那么“一定时间段”应取足够多个激振力
周期，以至于能够使得系统对应的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射
图勾勒出一个封闭圈［１２］．实际上拟周期运动状态

对应的Ｐｏｉｎｃａｒｅ图封闭圈越密实，按照本文定义
的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，在计算时间区段内的位移最大

值就越接近系统真实的最大值．图４～图６是图１
所示系统在某组参数下渐进稳定的拟周期运动对

应的Ｐｏｉｎｃａｒｅ图．

图４　行星轮系拟周期运动（１０Ｔ）

Ｆｉｇ．４　Ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（１０Ｔ）

图５　行星轮系拟周期运动（３０Ｔ）

Ｆｉｇ．５　Ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（３０Ｔ）

图６　行星轮系拟周期运动（５０Ｔ）

Ｆｉｇ．６　Ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（５０Ｔ）

图４～图６中，横坐标为系统第一路外啮合
副量纲一相对位移Ｘｓｐ１，纵坐标为第一路外啮合
副量纲一相对速度Ｖｓｐ１．计算时间段分别取了１０
个外激振力周期（１０Ｔ），３０Ｔ 以及１００Ｔ．三幅图
在相应时间段内计算得到的位移最大值分别是

８．５９３０７５５４，８．５９３２４３２７，８．５９３２４３２９，可以看到
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计算时间段取３０个外激振力周期得到的位移最
大值已经足够准确．其几何解释就是图５中最右
侧点的横坐标值已经近似等于对应完全封闭圈中

最右侧点的横坐标值．
（３）若系统在考查参数范围内处于混沌运

动．那么“一定时间段”应取足够多个运动周期，以
至于使得系统对应的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图能够把点
映射的发生区域勾勒出来［１２］．图７～图９是图１
所示系统在某组参数下渐进稳定的混沌运动对应

的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ图，计算时间段分别取了 ３００Ｔ，

２０００Ｔ，３０００Ｔ．

图７　行星轮系混沌运动（３００Ｔ）

Ｆｉｇ．７　Ｃｈａｏｓ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（３００Ｔ）

图８　行星轮系混沌运动（２　０００Ｔ）

Ｆｉｇ．８　Ｃｈａｏｓ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（２　０００Ｔ）

图９　行星轮系混沌运动（３　０００Ｔ）

Ｆｉｇ．９　Ｃｈａｏｓ　ｍｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（３　０００Ｔ）

图７～图９在相应时间段内计算得到的位移最
大值分别９．０７１　５９１　０８，９．０７９　８００　９３，９．０７９　８５３　２２，可
以看到计算时间段取２　０００个外激振力周期得到
的位移最大值已经足够准确．其几何解释就是图

８中最右侧点的横坐标值已经近似等于对应混沌
运动映射点集中最右侧点的横坐标值．

（４）若系统在考查参数范围内发生了运动状
态的分岔，周期运动、拟周期运动以及混沌运动在
参数范围内均出现．那么“一定时间段”应取前三
种情况对应时间段的最大值．通过前三种运动的
分别验证，只要系统在参数考查范围内有混沌运
动发生，那么计算时间取２　０００个外激振力周期，
位移最大值的计算就足够准确．
４）通过循环套嵌的方法，依次计算各考查参
数范围内不同参数组合下的稳态位移响应的位移

最大值，使之与失稳阀值比较，判断是否发生失稳．
５）把４）中稳定的参数组合与不稳定的参数
组合以不同的点号区别开来并图形输出，即可得系
统的相关参数在考查范围内的稳定域与非稳定域．

３　行星轮系的稳定域计算

作为应用实例，以本文第２节所给出的纯扭
转４自由度模型为研究对象，系统参数为：ｍ＝５．０
ｍｍ，α＝２０°，ｅａｓｐｉ＝ｅｒｓｐｉ＝１０μｍ，ｚｓ＝１５，ｚｐｉ＝２４，

ｚｒ＝６３，ｂｃ＝１０μｍ，Ｎ＝３，ｂｓｐｉ＝ｂｒｐｉ＝ｂ，ｋｍｓｐｉ＝１．０６×
１０９　Ｎ／ｍ，ｋｍｒｐｉ＝０．８２５　６×１０９　Ｎ／ｍ．
以下分别取太阳轮的转速ｎｓ、系统的齿侧间

隙ｂ、齿轮副的啮合相对阻尼比ｃｓ为考查参数，以
系统第一路外啮合副量纲一相对位移的最大值

Ｘ１ｍａｘ超过其齿侧间隙ｂ值的２０倍为失稳阀值．由
于在考察参数范围内捕捉到了混沌运动（如图７～
图９所示），按照本文的计算方法，数值积分时间
取２　０００个外激振力周期，以期获得足够准确且
最省机时的系统相对位移最大值．

３．１　单参数稳定区域的计算

研究两种情况：①当ｂ＝１×１０－５　ｍ，ｃｓ＝０．０５
时，转速ｎｓ在４００～４０００ｒ／ｍｉｎ之间的稳定域；②
当ｎｓ＝１８００ｒ／ｍｉｎ，ｃｓ＝０．０５时，齿侧间隙ｂ在０～
１×１０－４　ｍ之间的稳定域．
图１０为对应情况１的系统第一路外啮合副

最大量纲一相对位移－转速图．图中纵坐标值超过

２０ｂ的转速区域为系统的失稳取值范围．可以看
到：在其他参数一定的条件下，系统的振动位移最
大值大致在４００～１０００ｒ／ｍｉｎ之间以及１７７８～
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１　８７７ｒ／ｍｉｎ之间时超出了失稳阀值２０ｂ，可以认
定该两个速度区段为转速失稳区间．图１０中剩余
的转速区段则可以认定是转速稳定域．

图１０　最大位移－转速图

Ｆｉｇ．１０　Ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－
ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｐｅｅｄ

图１１是当系统转速为１　８００ｒ／ｍｉｎ，相对阻尼
系数为０．０５时，系统第一路外啮合副最大量纲一
相对位移－齿侧间隙图．可以看到：在其他参数一
定的条件下，系统的振动幅值大致在 ４．４×
１０－５～６．７×１０－５　ｍ之间时超出了失稳阀值２０ｂ，
可以认定４．４×１０－５　ｍ及６．７×１０－５　ｍ为齿侧间
隙稳定域与非稳定域的分界线．

图１１　最大位移－间隙图

Ｆｉｇ．１１　Ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｍａｘｉｍｕｍ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－ｂａｃｋｌａｓｈ

３．２　双参数稳定区域的计算

图１２是按照本文方法计算得到的系统转速－
齿侧间隙双参数稳定域图．图中“＊”表示不稳定
域，“°”表示稳定域，后文图形的稳定域的表示也
按此规则．
可以看到，系统参数域内存在三处不稳定域，

第一处主要发生在转速在１　０００ｒ／ｍｉｎ以下，齿侧

图１２　转速－齿侧间隙参数稳定域（失稳阀值为２０ｂ）

Ｆｉｇ．１２　Ｓｔａｂｌｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｂｏｕｔ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｐｅｅｄ

ａｎｄ　ｂａｃｋｌａｓｈ（２０ｂ）

间隙在４．５×１０－５　ｍ以上的低速大间隙域，减小
齿侧间隙到４．５×１０－５　ｍ以下可以得到一小块稳
定孤岛；第二处主要发生在转速在１　５００～２　４００ｒ／

ｍｉｎ之间，齿侧间隙在０～１０×１０－５　ｍ之间的一
条狭长参数域，总体上呈现沿由小转速大间隙向
大转速小间隙倾斜的特点；第三处主要发生在转
速在３　５００ｒ／ｍｉｎ左右，齿侧间隙在１×１０－５　ｍ以
下一小块三角形区域．从本质来说，三处不稳定域
的发生大致范围以及形状的复杂性上均可以通过

多自由度非线性系统复杂的共振现象（包括主共
振、超谐共振、亚谐共振和组合共振等）来解释．而
通过本文的计算方法，可以略去以上复杂的共振
分析，直接通过响应获取参数稳定域．
倘若设计的行星轮系振动要求比较高，那么

在进行稳定域计算的时候就应该收缩失稳阀值以

确保振动的高要求．图１３是失稳阀值缩小为１０ｂ
得到的稳定区域图．

图１３　转速－齿侧间隙参数稳定域（失稳阀值为１０ｂ）

Ｆｉｇ．１３　Ｓｔａｂｌｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｂｏｕｔ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｐｅｅｄ

ａｎｄ　ｂａｃｋｌａｓｈ（１０ｂ）

可以看到，振动要求提高后系统参数范围内
满足稳定性要求的区域迅速减少．
图１４是阻尼系数在０～０．５，转速在５００
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ｒ／ｍｉｎ～５　０００ｒ／ｍｉｎ之间变化时搜索得到的系统
转速－阻尼系数参数稳定域．可以看到，不稳定域
主要发生在转速在６００ｒ／ｍｉｎ以下的低速域，该
区域内阻尼对振动的抑制并不显现，因而该不稳
定域呈现规则的矩形；转速在６００ｒ／ｍｉｎ以上区
间也有零星不稳定区域，但只有当相对阻尼比低
于０．０５的小阻尼情况下才出现，显示了在此速度
区间内阻尼对系统振动的抑制非常明显．

图１４　转速－阻尼系数稳定域（失稳阀值为２０ｂ）

Ｆｉｇ．１４　Ｓｔａｂｌｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｂｏｕｔ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｐｅｅｄ

ａｎｄ　ｄａｍｐｉｎｇ（２０ｂ）

图１５　转速－阻尼系数稳定域（失稳阀值为１０ｂ）

Ｆｉｇ．１５　Ｓｔａｂｌｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｂｏｕｔ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｓｐｅｅｄ

ａｎｄ　ｄａｍｐｉｎｇ（１０ｂ）

若把失稳阀值缩小为１０ｂ，得到的稳定区域
如图１５所示．对比图１４、图１５可以看到失稳阀
值减小后，６００ｒ／ｍｉｎ以下的不稳定矩形区域被迅
速放大为１　０００ｒ／ｍｉｎ以下的不稳定矩形区域，而

１　０００ｒ／ｍｉｎ以上的高速域内的稳定域并没有被蚕
食多少．从而可以得到结论：在６００～１　０００ｒ／ｍｉｎ
之间的不稳定域，系统的振动最大位移主要处在

１０ｂ～２０ｂ范围，在１　０００ｒ／ｍｉｎ以上范围内的稳定
域，系统的振动幅值主要集中在１０ｂ以下．

３．３　三参数稳定区域的计算

图１６是按照本文方法计算得到的系统转速－

齿侧间隙－阻尼系数三参数稳定域，图中打点区表
示不稳定域．可以看到不稳定区间主要发生在大
间隙、低转速、小阻尼的参数域内．通过该图形可
以方便地找到系统转速、阻尼系数以及齿侧间隙
三种系统参数可选的组合区间，对系统的设计提
供参考．

图１６　系统转速－齿侧间隙－相对阻尼系数参数稳定域

Ｆｉｇ．１６　Ｓｔａｂｌｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｂｏｕｔ　ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ

ｓｐｅｅｄ－ｂａｃｋｌａｓｈ－ｄａｍｐｉｎｇ

４　结　论

１）本文研究了一种行星齿轮非线性传动系
统参数稳定域计算的方法．该方通过选取合理失
稳阀值、根据考查参数域内系统的运动状态选取
合适的数值积分时间段、以循环套嵌的手段计算
考查参数在各自范围内不同组合下系统位移响应

的最大值、比较失稳阀值以判稳、参数稳定域的图
形输出等５个步骤完成对行星轮系参数稳定域的
计算．
２）以四自由度行星轮系纯扭转非线性振动

模型为算例，以行星轮输入转速、系统的齿侧间隙
以及齿轮副的相对啮合阻尼比为考查参数，分别
计算得到了系统的单参数稳定域、双参数稳定域
以及三参数稳定域，为行星轮系的设计取值提供
了重要参考．
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